Chapitre 1 



Suites reelles et complexes 



Dans ce chapitre, IK designe le corps R des nombres reels, ou lc corps C des nombres 
complexes. Pour x G IK, nous noterons |a;| lc module de x (egal a la valeur absolue de x 
dans lc cas reel). 

Nous appcllerons distance entre deux elements x et y de IK le reel \x — y\. 

1.1 Generalities 

Definition 1 . 1 . 1 . (1) Une suite a valeurs dans K est une famille d’elements de K in- 

dexee par F ensemble N des entiers naturels. La donnee d’une suite ( u n ) ne ^ equivaut 
a la donnee de F application 



N — * K, n i — > u n 

(2) Line sous-suite (ou suite extraite) d’une suite ('u n )neN est une suite de la forme 
(u nk )keN ou lcs Uk sont des entiers tels que 



n 0 < ni < n 2 < ■ ■ ■ 



Si (wn)neN est donnee par F application 6 : N — > IK, alors (u nk )ke n est donnee par 
F application 9 o tp, ou p est definie par (p(k) = rq, . 

Line suite peut etre definie de plusieurs fagons : 

- Par une formule explicite : u n = 2 n n 2 

- Par une recurrence : u 0 — 1 et, pour tout n G N, u n+ 1 = + 1 

- Abstraitement : u n est le n-ierne nombre premier. 

II arrive que les premiers terrnes d’une suite ne soient pas definis. Par exemple, dans 
la suite 

u n = \Jn — 2 
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les termes uq et u\ ne sont pas definis. On notera (u n ) n > 2 cette suite. 

Etant donnee nne suite ( u n ) n£ on a deux suites extraites importantes : la suite 
(u 2 k)keN des termes pairs, et la suite (u 2 k+i)km des termes impairs. 

Exemple. La suite de Syracuse d’un nombre entier N est definie par recurrence, de la 
maniere suivante : u 0 — N et pour tout entier n > 0 : 

si u n est pair 
ou n + 1 si u n est impair 

Lothar Collatz a conjecture (en 1937) que, pour tout N > 0, il existe un indice n tel 
que u n = 1. Une fois que le nombre 1 est attcint, la suite des valeurs 1,4,2, 1,4, 2 se 
repete indefiniment. La conjecture reste ouverte aujourd’hui (2011). Ellc a ete verifiee par 
ordinateur pour N < 2 62 . 



1.2 Convergence d’une suite reelle ou complexe 

La definition moderne de la limite, encore utilisee aujourd’hui, est donnee indepen- 
damment par Bolzano en 1816, et par Cauchy en 1821 dans son Cours d'analyse de VEcole 
royale polytechnique. 

Definition 1.2.1. On dit qu’une suite ( u n ) n£ ^ d’elements de IK converge vers l G IK si : 

pour tout £ > 0, il existe N e N tel que, pour tout n > N, on ait | u n — 1\ < e 

ou, avec des quantificateurs, 

Ve > 0, 3 N G N, Vn > N, \u n — i\ < e 

On dit qu’une suite diverge si elle ne converge pas. 

Ceci se traduit de la fagon suivante : pour tout £ > 0 (arbitrairement petit), il existe un 
rang (l’entier N) a partir duquel tous les termes de la suite sont a une distance inferieure 
a £ de Insistons sur lc fait que N depend de e ! 

Exemples. a) Montrons que la suite (-) n >i converge vers 0. Soit £ > 0, on cherche un 
entier N tel que, pour tout n > N, on ait |7 < s, c’est-a-dire n > 0 On constate que, si 
Ton pose N = E(-) + 1, alors N > 7 et done, pour tout n > N, on a bien n > K 

Ainsi, pour montrer que (u n ) converge vers l a partir de la definition, on fixe £ > 0 
et on cherche a traduire la condition | u n — i\ < £ en une condition de la forme n > N e , 
l’entier N e etant construit au cours du raisonnement. 

b) Probleme concret : comment calculer 7 r ? Plus precisement, comment calculer des 
valeurs approchees de n avec une precision arbitraire ? Coniine n est irrationnel, son 
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ecriture decimale n’est ni finie, ni periodique. Une methode naturelle est de construire 
une suite (u n ) dont on salt calculer les termes et qui converge vers tt. Alors, par definition 
de la convergence, pour tout £ > 0, il existe un rang N e a partir duquel u n est une valeur 
approchee de tt a £ pres. Si N e est explicite en fonction de e, alors on salt calculer une 
valeur approchee de n avec une precision arbitraire. 

Pour exprimer le fait que (u n ) converge vers £, nous dirons que i est la limite de (u n ) 
quand n tend vers +oo, et nous noterons 

lim u n = £ ou lim u n = £ ou encore u n > l 

n — »+oo n^+oo 

Pour que cette notation ait un sens, il faut montrer qu’une suite convergente admet 
une unique limite ! 

Proposition 1.2.2. Si une suite converge, sa limite est unique. 

Demonstration. Soit ( u n ) une suite convergeant vers deux limites £ et £' . Soit £ > 0. Alors, 
comme (u n ) converge vers £ 

3Ni e N,Vn > Ni, \u n — £\ <e 

et, comme ( u n ) converge vers £', 

3N 2 e N,Vn > N 2 , \u n -£'\ <e 

Alors, pour n > Max(iV 1 , iV 2 ), nous avons 

| i — £'\ = \{£ — u n ) + ( u n — £')\ < \£ — u n | + | u n — £'\ < 2e 

Ceci etant vrai pour tout £, on en deduit que \£ — £'\ = 0, done que £ = £' . 

(Nous avons utilise lc fait (trivial) suivant : si un reel positif est plus petit que toute 
quantite strictement positive, alors il est nul.) □ 

Nous avons clairement les equivalences : 

lim u n = £ lim(?i n — £) = 0 lim \u n — £\ = 0 

Si ( u n ) converge, que peut-on dire des suites extraites de (u n ) ? 

Proposition 1.2.3. Toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la meme 
limite. 

Demonstration. Soit ( u n ) une suite convergente, de limite £. Soit {u nk ) une suite extraite 
de ( u n ). Comme la suite est une suite strictement croissante d’entiers, nous avons 
n k > k pour tout k. Soit £ > 0, alors, comme ( u n ) converge vers £, il existe N tel que, 
pour tout n > N, on ait \u n — £\ < e. Mats alors, pour tout k > N, nous avons > k > N 
et par consequent \u nk — £\ < e, d’ou le resultat. □ 
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Ceci fournit des criteres de divergence : 

- si on peut extraire de (u n ) une suite divergente, alors (u n ) diverge 

- si on peut extraire de (u n ) deux suites convergeant vers des limites differentes, alors 
( u n ) diverge 

Par exemple, la suite u n = (— l) n diverge : la suite des termes pairs converge vers 1, 
la suite des termes impairs converge vers —1. 

Remarquons aussi que la modification d’un nombre fini de termes n’a aucune incidence 
sur la convergence d’une suite. 

Definition 1.2.4. On dit qu’une suite ( u n ) est bornee s’il existe un reel B > 0 tel que 
Ton ait 

Vn G N, \u n \ < B 

La proposition suivante fournit un autre critere de divergence. 



Proposition 1.2.5. Toute suite convergente est bornee. La reciproque est fausse. 



Demonstration. Soit (u n ) une suite convergente, de limite L D’apres la definition de la 
limite, et en fixant £ = 1, on trouve qu’il existe un entier Afi tel que, pour tout n > Ni, 
on ait 



u n -i | < 1 



d’ou, pour tout n > Ni, 



U n | = \i + (U n - i) | <|£| + 1 



On en deduit que, pour tout n G M, 



\u n \ < Max(|£| + 1, |« 0 |, |ir|, • • • , lujVi-il) 

ainsi la suite (u n ) est bornee. Pour voir que la reciproque est fausse, il suffit de considerer 
la suite u n = (— l) n , qui est bornee mais divergente. □ 



1.3 Operations sur les limites 

Nous allons montrer que lc passage a la limite est compatible avec les lois du corps K. 
Commengons par enoncer un lemme. 

Lemme 1.3.1. Le produit d’une suite bornee par une suite tendant vers 0 tend vers 0. 
Demonstration. Soit (u n ) une suite bornee, alors il existe un reel B > 0 tel que : 

Vn G N, \u n \ < B 
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Soit (v n ) une suite tendant vers 0, montrons que (u n v n ) tend vers 0. Soit £ > 0, alors en 
considerant le reel il existe N G N tel que, pour tout n > N, \v n \ < Nous avons 
done, pour tout n > N 

\u n V n \ < B\v n \ < £ 

d’ou le result at. □ 

Theoreme 1.3.2. Soient (u n ) et (v n ) deux suites convergentes de limites respectives £ et 
£' . Alors 

(1) La suite (u n + v n ) converge vers £ + £' 

(2) La suite (u n v n ) converge vers ££' 

(3) Supposons £ ^ 0. Alors la suite (^-) est bien definie a partir d’un certain rang, et 
converge vers j. 

Demonstration. (1) Soit £ > 0. Comme (u n ) converge vers £, nous avons 

3Ni E N, Vn > Ni, \u n — £| < | 
et, comme (v n ) converge vers £', 

3N 2 e N, Vn > N 2 , \v n — £'\ < | 

Soit N = Max(Ni, N 2 ). Alors, pour n > N, nous avons 

£ £ 

I U n ~ £\ < ~ et \v n - £'\ < - 

d’ou, par l’inegalite triangulaire 

I (u n + v n ) - {£ + £')\ = | (u n - €) + (v n -£')\ < | u n -£\ + \v n - £'\<e 

ce qui montre que (u n + v n ) converge vers l + £' . 

(2) On peut ecrire 

'U'nVn ££ ( ^n £ ) (D j n £) £ 

La suite u n etant convergente, clle est bornee (proposition 1.2.5). Comme (v n — £') tend 
vers 0, le lemme 1.3.1 nous dit que le produit u n {v n — £!) converge vers 0. De meme, le 
produit (u n — £)£' converge vers 0. Ceci montre, d’apres (1), que u n v n — ££' converge vers 
0, ce qu’on voulait. (3) Non demontre. □ 

Proposition 1.3.3. Soit (z n ) une suite complexe. Alors ( z n ) converge vers £ G C si et 
seulement si les suites reelles Re(z n ) et Im(z n ) convergent respectivement vers Re(£) et 
Im(t'). 
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Demonstration. La demonstration repose sur lc fait suivant : soit z = a + ib un nombre 
complexe, alors 

Max(|a|, \b\) < \z\ < |a| + \b\ 

l’inegalite de droite decoulc de l’inegalite triangulaire, cellc de gauche decoulc de l’ecriture 
\z\ = \J a 2 + b 2 . 

Posons a n = Re(z n ) et b n = Im (z n ), alors Re(z n — €) = a n — Re(£) et Im(z n — £) — 
b n — Im(£). Soit £ > 0. Si \z n — i\ est infcrieur a e, alors, par l’inegalite de gauche, il en 
est de merne pour \a n — Re(£)| et pour | b n — Im(£)|. Reciproquement, si | a n — Re(£)| et 
| b n — Im(£)| sont infcrieurs a e/2, alors par Linegalite de droite | z n — £\ est inferieur a e. 
D’ou lc resultat. □ 



Par exemple, la suite complexe 

1 

Z n = 7 

71+1 



/ 2/t, + 4\ 
V n + 3 ) 



converge vers 2 i. Cependant, il n’est pas toujours commode de se ramener aux parties 
reelles et imaginaires : par exemple pour etudier la suite ( q n ) ou q G C. 



1.4 Suites reelles 

1.4.1 Passage a la limite et inegalites 

Theoreme 1.4.1. Soient (u n ) et (v n ) deux suites reelles convergentes telles que 

Vn G N ,u n < v n 



Alors 

lim u n < limu n 

Demonstration. Par l’absurde : supposons que lim u n > limrv Alors la limite de la suite 
(u n — v n ) est strictement positive, notons- la £. En prenant £ = |, on trouve que, pour 
n suffisamment grand, u n — v n appartient a \£ — |, i + |] = [|, y], done est positif. Ceci 
contredit hliypothese. D’ou lc resultat. □ 

Attention : les inegalites strictes ne passent pas a la limite. Par exemple, nous avons 
pour tout n G N*, ^ > 0 et pourtant lim / = 0. 

Theoreme 1.4.2 (Theoreme des gendarmes). Soient (u n ), (v n ) et ( w n ) trois suites reelles 
telles que : 

(■ i ) Vn G N, u n < v n < w n 

(ii) (u n ) et (w n ) convergent vers une meme limite i. 
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Alors (v n ) converge vers i. 

Demonstration. Nous avons, pour tout n e N, 

0 < w n - v n <w n -u n 

Comme (u n ) et (w n ) convergent vers nne meme limite, la suite ( w n — u n ) tend vers 0. Soit 
£ > 0, alors il existe N tel qne, ponr tout n > N, 



0 < w„ —v„ < w„ — u„ < £ 



ce qui montre qne (w n — v n ) tend vers 0. Comme w n converge vers £, on en dednit 
v n = w n — ( w n — v n ) converge vers l. Ce qu’on voulait. 

Par exemple, l’encadrement 

Vi6l,-1< sin(x) < 1 

perrnet de montrer qne la suite ( sm( 'd ) ^ en( | vers 

Ce resultat s’applique aux suites complexes : soient (u n ) une suite complexe et 
une suite reelle, satisfaisant 

1) Vn G N, \u n \ < v n 

2) limu n = 0 

Alors la suite (u n ) tend vers 0. Par exemple, la suite 



que 

□ 



= m7r/3 _j_ gini r/4 



Z n = 



n 



tend vers 0, car son module est majore par A 

Exemple. Voici un exemple de calcul de limite, resumant l’ensemble des techniques 
nous avons vues jusqu’ici. Pour n e N*, posons 

2 n + cos(n) 



que 



u n = 



ni + yj (n + l)(n + 2) 
En divisant numerateur et denominateur par n on trouve 



2 + 



cos(n) 



U 7 r = 



'+\/( 1 + h(i + !) 

les suites (225M), (i) e t convergent vers 0. De plus, nous avons 



l w 2 X . l w 2 X 

1 < \ 1 + - 1 + - < 1 + - 1 + - 

V n n n n 

done lc terme central converge vers 1 par le theoreme des gendarmes. Ainsi, la suite 
converge vers VC. 
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1.4.2 Suites tendant vers l’infini 

Definition 1.4.3. Soit (u n ) une suite reelle. 

(1) On dit que (u n ) tend vers +cx) si : 

pour tout A > 0, il existe N G N tel que, pour tout n > N, on ait u n > A 
ou, avec des quantificateurs, 

V4 > 0, 3N G N, Vn >N,u n >A 

(2) On dit que (u n ) tend vers — oo si (—u n ) tend vers +oo. 

Une suite qui tend vers l’infini est divergente. Dans certains livres, on trouve meme 
1’ expression « (u n ) diverge vers +oo ». 

On introduit l’ensemble 

K = RU {-poo, — oo} 
que Ton appelle la droite reelle achevee. On note aussi 

R = [— oo, -Poo] 

ce qui suggere que R se comporte comme un intervalle ferine. 

Definition 1.4.4. On definit les operations algebriques suivantes dans F ensemble R. 

a) VF G R, i + cx) = +oo et £ — oo = — oo. 

b) (+oo) + (-poo) = -poo, (— oo) + (— oo) = — oo 

c) W G R*, £.(±oo) = signe(F).(±l).oo 

d) (-poo) x (-poo) = +oo, (+oo) x (— oo) = — oo, (— oo) x (— oo) = -Poo 

e ) ±b = ° 

Theoreme 1.4.5. Soient (u n ) et (v n ) deux suites reelles admettant des limites (eventuellement 
infinies). Alors, chaque fois que les quantites ci-dessous sont bien definies, on peut ecrire 

(1) lim(u n + v n ) = lim u n + lim v n 

(2) lim (u n v n ) = lim u n x lim v n 

(3) lim — = - — - — 

u n Inn u n 

Rappel : une suite reelle (u n ) est 

- croissante si Vn G N, u n+ 1 > u n 

- decroissante si Vn G N, u n+ 1 < u n 

- monotone si elle est croissante ou decroissante 



9 




Proposition 1.4.6. So ; d ( u n ) une suite reelle croissante. 

- Si (u n ) est majoree, elle converge ( vers sa borne superieure) 

- Sinon, (u n ) tend vers +oo 

Demonstration. Supposons (u n ) majoree. Soit M la borne superieure (le plus petit des 
majorants) de l’ensemble des termes de la suite (u n ). Soit £ > 0, alors M—e est strictement 
inferieur a M, done n’est pas un majorant de (u n ). II existe done un entier N tel que 



M — £ < un < M 



La suite (u n ) etant croissante, on en deduit que, pour tout n > N, 



M — e < u n < M 



II en resulte que, pour tout n > N , 



| u n — M | < £ 

done (u n ) converge vers M. Lin raisonnement analogue prouve que, si (u n ) n’est pas 
majoree, elle tend vers +oo. □ 

On a une proposition analogue pour les suites decroissantes. On en deduit : 

Theoreme 1.4.7 (Limite monotone). Toute suite reelle monotone a une limite, finie ou 
infinie. 

Theoreme 1.4.8 (Suites adjacentes). Soient (■ u n ) et (v n ) deux suites reelles telles que : 

- (u n ) est croissante 

- (v n ) est decroissante 

- (v n — u n ) converge vers 0 

Alors ( u n ) et (v n ) convergent vers une meme limite. 

Demonstration. Tout d’abord, remarquons que la suite (v n — u n ) est decroissante et 
converge vers 0, done est a termes positifs. Nous avons done, pour tout n e N, 

^ n — Oi+l — ^n+1 — Vn 

Ainsi, (u n ) est croissante majoree par u 0 , done converge vers une limite finie. De meme, 
(v n ) est decroissante minoree par m 0 , done converge. Ainsi u n et v n convergent, et ont 
meme limite puisque (v n — u n ) converge vers 0. □ 
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1.4.3 Exemples 

Limite d’une suite geometrique. 

Lemme 1.4.9. Soit q e C, q ^ 1. Si la suite ( q n ) converge, sa limite est 0. 

Demonstration. Supposons en effet que ( q n ) converge vers i G C. Comme ( q n+1 ) est une 
suite extraite de ( q n ), nous avons 

lim q n+1 = lim q" 

et d’autre part, 

lim q n+1 = q lim q n 

done £ = ql, d’ou £(q — 1) = 0, d’ou i = 0 puisque q ^ 1. □ 

Suites geometriques reelles. 

Proposition 1.4.10. Soit r un nombre reel. 

(1) si | r | < 1, la suite (r n ) converge vers 0 

(2) si r > l, la suite (r n ) tend vers +oo 

Demonstration. (1) Quitte a remplacer r par |r|, on peut supposer que r e [0, 1 [. Alors 
la suite (r n ) est strictement decroissante, minoree par 0. Ellc converge done vers un reel, 
necessairement egal a 0 d’apres le lemme. (2) Pour r > 1, la suite ( r 11 ) est strictement 
croissante, done admet une limite. Si cette limite etait finie, ellc serait nulle d’apres ce 
qui precede. Or e’est impossible, puisque tous les terrnes de cette suite sont strictement 
superieurs a 1. Done (r n ) tend vers +oo. □ 

Suites geometriques complexes. 

Proposition 1.4.11. Soit q un nombre complexe. 

(1) si \q\ < 1, la suite ( q n ) converge vers 0 

(2) si \q\ > l, la suite ( q n ) diverge 

(3) si \q\ = 1 et q ^ 1, la suite ( q n ) diverge 

Demonstration. Les points (1) et (2) decoulent de la proposition precedente. Le point (3) 
decoulc du lemme. □ 

Exemples. a) La suite (i + 4) n diverge, car | i + 4| = y/l7 > 1. 

b) La suite (^) n converge (nombre de module < 1). 

c) Soit q = e* 71 "/ 4 , alors pour tout k e N on a 

q 8k = 1 et q 8k+1 = q 

done la suite ( q n ) diverge (on a trouve deux suites extraites qui convergent vers des 
limites distinctes). 
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d) Soit q = e l , alors d’apres la proposition ci-dessus la suite (g n ) diverge, c’est-a-dire 
que 

cos(n) + i sin(n) 

diverge. 

La formule suivante (demontree dans le Livre IX des Elements d’Euclide) permet de 
calculer la somme des n premiers termes d’une suite geometrique 

Proposition 1.4.12. Sent q un element de C, q ^ 1, et soit n un entier. Alors 



Y.'i k 



k = 0 



1 - q n+1 

i -q 



Si \q\ < 1, cette suite converge vers ^ • 

Comparaison importante. 

Proposition 1.4.13. Soit r un reel quelconque. Alors 

r n 

lim — = 0 
n\ 

Demonstration. On peut supposer que r est positif. Pour tout n G N*, nous avons 

r n -A- r 
n\ k 

k = 1 

La suite (£)*>i tend vers 0. Done il existe ko tel que, pour tout k > ko, on ait | 
Alors, pour n > k 0 , nous avons 




n—ko 



Comme la suite ( \) n k ° converge vers 0, on en deduit le resultat. 



□ 



1.5 Valeurs d’adherence 

Nous avons vu que toute suite convergente est bornee. La reciproque est fausse, mais 
on aimerait quand mcme dire quelque chose sur les suites bornees. 

Definition 1.5.1. On dit qu’un nombre £ est valeur d’adherence d’une suite (u n ) s’il 
existe une sous-suite de (u n ) qui converge vers £. 
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Theoreme 1.5.2 (Bolzano- Weierstrass). Toute suite bornee d’ elements de K possede (au 
moins) une valeur d' ’adherence. 

Demonstration. II suffit de montrer 1c theoreme pour K = M. Soit (■ u n ) une suite reclle 
bornee. Nous construisons par recurrence une suite d’intervalles [a k ,b k ], de la fagon sui- 
vante. 

- Le point de depart est un intervalle [a 0 , 60] contenant tous les termes de la suite (u n ) 
(c’est possible puisque (u n ) est bornee). 

- Supposons [ak,bk\ construit, et contenant une infinite de termes de la suite (u n ). 
Alors au moins Tun des deux intervalles [a k , ak ^ bk ] et [s*i —,b k ] contient une infinite de 
termes de la suite. On pose 

r„ b i _ f K 



si celui-ci contient une infinite de termes de la suite 
sinon 



Par construction nous avons, pour tout k , les proprietes suivantes : 

1) [ofe, b k \ contient une infinite de termes de la suite (u n ) 

2) [flfc+i) ^fe+i] C [cifc, b k ] 

q\ 7 _ b 0 — a 0 

3) b k Ok — 

En particulier les suites (a k ) et (b k ) sont adjacentes, done convergent vers une limite 
commune i. En outre, on construit une suite d’entiers (n k ) strictement croissante de la 
fagon suivante : on pose no = 0 et, supposant n k construit, on choisit n k + 1 strictement 
superieur a n k tel que u nk+1 appartienne a [a k +i, b k +i\, un tel choix etant toujours possible 
puisque [a k+ i,b k+ i] contient une infinite de termes de la suite (u n ). On constate que la 
suite extraite (u nk ) obtenue satisfait 



^ k ^ — bk 

et done (u nk ) converge vers £ d’apres le theoreme des gendarmes. Ce qu’on voulait. □ 

Remarquons que la suite construite dans notre preuve converge vers la plus petite 
valeur d’adherence de la suite (u n ). 

Exemples. a) La suite u n = (— l) n admet deux valeurs d’adherence : —1 et 1. 

b) La suite u n = (— 1 ) n n n’admet aucune valeur d’adherence (notons qu’elle n’est pas 
bornee). 

c) La suite u n = sin (n) admet tout element de [—1, 1] connne valeur d’adherence! 
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1.6 Suites de Cauchy 

Comment exprimer qu’une suite converge sans connaitre sa limite a l’avance ? Au lieu 
de dire que les terrnes de la suite se rapprochent d’une certaine limite £, on va dire que 
les terrnes de la suite se rapprochent les uns des autres. 

Definition 1.6.1. On dit qu’une suite (u n ) d’elements de K est une suite de Cauchy si 
la condition suivante est verifiee : 

pour tout e > 0, il existe N e N tel que, pour tous p,q > N, on ait \u p — u q \ < e 
Lemme 1.6.2. Toute suite convergente est de Cauchy. 

Demonstration. Soit (u n ) une suite convergeant vers i e K. Soit £ > 0, alors il existe 
N G N tel que, pour tout n > N, 

\u n -£\ < | 

mais alors, pour p,q > N nous avons 

| U p - U q \ — \ (u p ~ £) ~ ( U q ~ £)\ < \ U p ~ £\ + \u q ~ l\ < £ 
done (u n ) est de Cauchy. □ 

Lemme 1.6.3. Toute suite de Cauchy est bornee. 

Demonstration. Soit (u n ) une suite de Cauchy. D’apres la definition, en fixant £ — 1, on 
trouve qu’il existe un entier N tel que, pour tout p,q > N, on ait 

\u p — U q \ <1 

En prenant q — N on trouve que, pour tout p > N, 

\u p \ = | u N + (u p - u N )\ < |iijv | + 1 
On en deduit que, pour tout n G N, 

\u n \ < Max ( | m jv | + 1, |wo|, l^il, . . • , |ujv— i|) 

ainsi la suite (u n ) est bornee. □ 

Lemme 1.6.4. Si une suite de Cauchy admet une valeur d’adherence, alors elle converge 
vers cette valeur. 
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Demonstration. Soit (u n ) une suite de Cauchy admettant une valeur d’adherence £, mon- 
trons que (u n ) converge vers l. Soit £ > 0. Comme (u n ) est de Cauchy, il existe N £ N 
tel que, pour tout p,q > N, on ait 



\u p -u q \ < | 

D’autre part, on peut choisir une suite {u nk )km extraite de (u n ) qui converge vers l. II 
existe done un entier M tel que, pour tout k > M, on ait 

I u n k ~ 5s 2 

Comme la suite n k est strictement croissante, on sait que n k > k pour tout k. Ainsi, pour 
k > Max(M, N), nous avons simultanement nk > k > N et k > M. D’ou 

\Uk £\ A \^k I A ^ ^ 



ce qu’on voulait. 

On en deduit le resultat suivant 



□ 



Theoreme 1.6.5. Une suite d’elements de K converge si et seulement si e’est une suite 
de Cauchy. 

Demonstration. D’apres lc lemme 1.6.2, toute suite convergente est de Cauchy. Recipro- 
quement, soit (u n ) une suite de Cauchy, montrons qu’elle converge dans K. D’apres le 
lemme 1.6.3, (u n ) est bornee. D’apres le theoreme de Bolzano- Weierstrass, (u n ) admet au 
moins une valeur d’adherence dans K. On en deduit que (u n ) converge (vers cette valeur) 
par le lemme 1.6.4. □ 

Ainsi, pour montrer la convergence d’une suite (reelle ou complexe), il suffit de verifier 
que cellc-ci est de Cauchy. 

Exemple. Soit (u n ) la suite reelle definie par 

uo = 1 et, pour tout n £ N, u n+ 1 = u n H 

2 n u n 

On verifie facilement que (u n ) est a terrnes positifs, et que (u n ) est croissante. Done u n > 1 
pour tout n. Mais il n’y a pas de majoration evidente. 

Montrons que (u n ) est de Cauchy. Soient p, q deux entiers tels que p > q. Nous avons 



Up Uq 



P-1 P _ 1 2 

Y J {u k+1 -u k ) = Y J i^ k 

1 u ^ 



A 



1 

2fc 
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est une suite a valeurs dans Q qui converge vers \/2. II s’agit done d’une suite de Cauchy 
(dans R comme dans Q), mais, conime y/2 est irrationnel, cllc ne converge pas dans Q. 
Ainsi le corps Q n’est pas complet, contrairement a R et C. 
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